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Calculus  relien matematikka 1

Pelien matematiikka

1 Johdanto

Kasilld oleva Pelien matematiikka -kooste on tarkoitettu tiydentdmaiin sitd lukion pitkédn ma-
tematiikan kurssia, joka siséltda todennékoisyyslaskennan perusteet. Esityksessé keskitytddn
peleissé esiintyviin todenndkdisyyksiin. On kiinnostavaa muistaa, ettd todenndkoisyyslaskenta
sai alkunsa juuri peleihin liittyvien todennikoisyyksien pohdinnasta. Ranskassa kuten muis-
sakin maissa harrastettiin 1600-luvulla vedonlyontid ja uhkapeleji ja arvioitiin voiton mahdol-
lisuuksia. Tunnetuksi on tullut aatelismies de Méré, joka yritti selvittdd erddn noppapelin to-
denndkoisyyksid siind kuitenkaan onnistumatta.

Paidstdkseen selvyyteen ongelmasta de Méré kadntyi tunnetun matemaatikon Blaise Pascalin
puoleen. Ongelman erikoislaatuisuus kiinnosti Pascalia, ja hin ryhtyi kirjeenvaihtoon toisen
suuren matemaatikon Pierre Fermat’n kanssa. Varsin lyhyessé ajassa ndma kaksi matemaa-
tikkoa kehittivit padpiirteissddn klassisen todennékoisyyden teorian 1600-luvun puolessa va-
lissd. Nykyaikaisen todennédkdisyyslaskennan aksiomatiikka luotiin vasta 1900-luvulla, kun
Andrei Kolmogorov selkiytti todennékoisyyslaskennan teoreettiset perusteet.

Seuraavassa esityksessd keskitytddn muutamiin yleisimpiin, tuloksiltaan tiysin sattumasta
riippuviin peleihin ja lasketaan niihin liittyvid voiton todenndkdisyyksid. Aihepiiri sovitetaan
lukion todennékdisyyslaskennan kurssin oppisisiltoon ja tavoitteisiin.

2 Lotto

Lotto uudistui kesdakuun 2014 alussa. Uudistettujen sddntdjen mukaan BO000
Lotto on numeroveikkaus, jossa arvotaan seitsemén (7) numeroa jakak- | 7 5 x 10 x %
si (2) lisdnumeroa kolmestakymmenestayhdeksésti (39) numerosta. Pe- | 5 4 5 6 17 s
laaminen tapahtuu pelaajan itsensé valitsemilla tai jarjestelmén arpomil- | 5 25 27 % 23 2
la numeroilla. Ohessa on lottokupongin yksi peliruutu, johon on rastein | 5: 5 57 25 20 %
merkitty pelaajan valitsemat numerot. Yhden lottorivin hinta on 1,00

euroa.

Loton voittoluokat ovat:
1. voittoluokka seitsemén (7) oikein
. voittoluokka kuusi ja yksi lisinumero (6 + 1) oikein
. voittoluokka kuusi (6) oikein
. voittoluokka viisi (5) oikein
. voittoluokka neljé (4) oikein

[ I SN S I \S)

7

sanoen erilaisia lottorivejd on olemassa 15 380 937 kappaletta. Niisti tarkalleen yhdessa on
tdysosuma eli 7 oikein. Erilaisten lottorivien lukuméédri esiintyy seuraavissa todenndkdisyyk-
sissd, jotka on muodostettu kombinaatio-opin sdannoilla.

Loton 39 numerosta voidaan valita seitsemin numeroa (39j =15380937 eri tavalla. Toisin

1) P(7 oikein) = — 1 ~ 0,0000065 %
15380 937
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Calculus  relien matematikka 2

(7j.(2j

6)\1

2) P(6 + 1 oikein) = = 14 ~ 0,000091 % . Osoittajassa (7
15380937 15380937 6

kuinka monella tavalla 7 oikean numeron joukosta voidaan valita 6 numeroa. Vastaavasti on

j =7 ilmoittaa,

(1 ) = 2 tapaa valita arvonnan antamista lisinumeroista yksi. Tuloperiaatteen nojalla yhdis-

telmié "kuusi ja yksi lisanumero’ on ndin ollen 14 kappaletta.

(7j.(30j

6 1

3) P(6 oikein) = = 210 =~ 0,0014 % . Osoittajan luku (3()) =30 ilmoittaa,
15380937 15380937 1

kuinka monella tavalla voidaan valita yksi sellainen numero, joka ei ole oikea numero eika li-
sdnumero. Vastaavasti muodostetaan alla olevat lukumaarét.

(7j.(32)
5 2
_ 10416 ~ 0,068 %

15380937 15380937

4) P(5 oikein) =

4)13
5) P(4 oikein) = = 173 600 ~1,13%
15380937 15380937

(7)_(32)
3)7 4
_ 1258600 oo,

15380937 15380937

6) P(3 oikein) =

2)\5
7) P(2 oikein) = = 4228 896 ~ 27,49 %
15380937 15380937

1 6
8) P(1 oikein) = = 6343 344 ~ 41,24 %
15380937 15380937

32
7) 3365856

9) P(0 oikein) = = ~
15380937 15380937

21,88 %

Kun lototaan yksi rivi, tuloksena voi olla miké tahansa edellé lasketuista yhdeksésti vaihto-
ehdosta. Koska kysymyksessé ovat toisaalta kaikki vaihtoehdot, niiden todennédkdisyyksien
summa on 1. Voidaan panna merkille, ettd tapahtuman ’kaikki vddrin’ mahdollisuus on vasta
kolmanneksi suurin. Tulosten mukaan yleisin tapahtuma on ’yksi oikein’.

Tuplaus

Uudistuksen myotd Lottoon tuli vapaaehtoinen Tuplaus-ominaisuus. Pelaaja voi valita kysei-
sen ominaisuuden 0,25 euron lisdhintaan, jolloin rivihinta on yhden euron asemesta 1,25 eu-
roa. Tuplaus toimii niin, ettd ensin arvotaan Tuplausnumero 39 numeron joukosta, mink4 jal-
keen suoritetaan varsinainen lottoarvonta eli arvotaan 39 numerosta 7 numeroa ja 2 lisinume-
roa. Jos Tuplausnumero sattuu olemaan pelaajan omassa rivissa ja rivi siséltda jonkin voi-
ton, pelaaja saa tuon voiton kaksinkertaisena. Tuplausnumeron ei siis tarvitse vilttdmatté olla
7 oikean ja 2 lisinumeron joukossa.
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Calculus  relien matematikka 3

Esimerkki 1
Taytetddn yksi lottoruudukko rastimalla siitd seitsemin numeroa. Milld todennédkoisyydella
saadaan jokin lottovoitto?

Ratkaisu:

Lottovoitto on mika tahansa voitto viidesti voittoluokasta. Voittoluokat ovat tapahtumina eril-
lisid. Jos esimerkiksi rivissd on tarkalleen 5 oikein, rivin ei katsota endé sisiltdvén 4 oikein -
tapauksia. Niin ollen (edelld laskettuja tarkkuuksia kdyttien)

P(lottovoitto) = P(1. vl tai 2. vl tai 3. vl tai 4. vl tai 5. vl = voittoluokka)
~0,0000065 % + 0,000091 % + 0,0014 % + 0,068 % + 1,13 %
=1,1994975 %
~ 1,2 %.

Vastaus: Lottovoiton mahdollisuus on noin 1,2 %.

Jarjestelmat

Lottorivid, johon on valittu seitsemin numeroa 39:sté, sanotaan hajariviksi. Lottoruudukon
voi tdyttdd my0s niin, ettd siitd valitaan 8, 9, 10 tai 11 numeroa. Ndin muodostunutta pelid sa-
notaan jarjestelmaksi ja rivia jarjestelmariviksi. Lottokuponkia kéytettaessa jarjestelma teh-
diin kupongin A-ruudukkoon.

Jarjestelmarivi sisédltdd kaikki erilaiset hajarivit, jotka voidaan muodostaa kéyttadmalld valittuja

numeroita. Jos jarjestelmiin valittuja numeroita on n kappaletta, jarjestelma sisaltdd (7j eri-

laista seitsemén lottonumeron kombinaatiota eli hajarivid. Timd mukaan eri jérjestelmaét sisél-

tavat @) =8, (3] =36, (170 ) =120 tai (171j =330 hajarivid. Jarjestelmén hinta on sen sisél-

tdmien hajarivien mééri kertaa yhden hajarivin hinta.

Jos jérjestelmarivi siséltdd voiton jostakin voittoluokasta, se voi silloin sisdltdd niitd useam-
piakin ja samalla tavallisesti myds alavoittoja eli pienempid voittoluokkia. Otetaan tistd jokin
esimerkki.

Esimerkki 2
Mitd voittoja siséltda sellainen Loton jirjestelmérivi, jossa on
a) 9 numeroa ja niiden joukossa 5 oikeaa numeroa,
b) 9 numeroa ja niiden joukossa 6 oikeaa numeroa ja 1 lisénumero,
C) 8 numeroa ja niiden joukossa 7 oikeaa numeroa?

Ratkaisu:
a) Vaarat kaksi numeroa voidaan valita neljasta (gj = 6 eri tavalla, joten rivi sisdltdd 6 kap-
paletta 5 oikein -riveja.

Viiden oikean numeron joukosta voidaan valita neljd oikeaa (5) =5 eri tavalla. Jarjestelma-

4

rivissd olevan neljén vdirdn numeron joukosta voidaan valita kolme numeroa ( 3= 4 eri ta-

valla. Tuloperiaatteen mukaan jirjestelmi sisdltdd 5 - 4 = 20 kappaletta 4 oikein -riveja.

*h,
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Calculus  relien matematikka 4

b) Rivi sisdltdd yhden 6 + 1 -voiton. Sen liséksi rivissd on 4 oikein -riveja (2) . @j =15,

5 oikein -riveja (g) . @] =18 ja 6 oikein -rivejd (2) . (12) = 2 kappaletta. Huomaa, ettd vii-
meksi lasketussa voittoluokassa oikeaa lisinumeroa ei enéd valita.

¢) Rivi siséltdd yhden tdysosuman. Sen liséksi siind on (7) =7 kappaletta 6 oikein -riveja.

6

Néami muodostuvat valitsemalla oikeista numeroista kuusi ja liittdmalld kuhunkin yhdistel-
miin mukaan (sama) vdird numero. Muita voittoja ei ole, silld esimerkiksi viiden oikean nu-
meron yhdistelmit ovat jo mukana edellisissé voittoluokissa.

Vastaus:

a) 5 oikein -rivejd 6 ja 4 oikein -riveja 20

b) 6 + 1 oikein -rivejd 1, 6 oikein -rivejd 2, 5 oikein -rivejd 18 ja 4 oikein -rivejd 15
c) 7 oikein -riveja 1 ja 6 oikein -riveja 7

Haravat

Harava on lottojirjestelma, jossa ruudukon 39 numerosta valitaan 12, 13, 14, 15, 16 tai 18
numeroa. Haravajérjestelma on epitiydellinen jarjestelmi siind mielessé, ettd se ei sisélld
kaikkia niitd hajarivejd, jotka voitaisiin muodostaa pelaajan valitsemista numeroista. Jos esi-

merkiksi ruudukosta valitaan 12 numeroa, niistd voitaisiin muodostaa ( 7 j =792 erilaista ha-

jarivid. Haravajirjestelmién ndisté valitaan kuitenkin vain 60 rivid, ja ne midraytyvét online-
jarjestelmissd. Haravajdrjestelmissé valittujen rivien lukuméaird on vastaavasti 60, 112, 196,
237,439 ja 600. Jarjestelmén hinta on tdimén lukuméérén ja yhden rivihinnan tulo.

Mikali haravajérjestelmadn osuu jokin Loton voittoluokista 7, 6 + 1, 6, 5 tai 4, kannattaa pelid
tarkastella 1dhemmin. Voittoa ei nde suoraan haravajirjestelmén numeroista. Sen saa selville
esimerkiksi omalta pelisivustolta tai kiyttdmalld apuna Veikkauksen verkkosivuston Rasti-
pekka-nimisté tyokalua.

Lottokupongissa haravajirjestelmé tdytetdin kupongin A-ruudukkoon.

Tehtavia

1.  Kuinka paljon maksaa Loton @) 10 numeron jérjestelma, b) 16 numeron haravajarjes-
telma, kun yksi hajarivi maksaa yhden euron?

2.  Mitd voittoja siséltda sellainen Loton jirjestelmérivi, jossa on
a) 9 numeroa ja niiden joukossa 6 oikeaa numeroa,
b) 10 numeroa ja niiden joukossa 6 oikeaa numeroa ja 2 lisinumeroa,
C) 11 numeroa ja niiden joukossa 5 oikeaa numeroa?

*h,
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Calculus  relien matematikka 5

3 Viking Lotto

Viking Lotto on kansainvilinen lottopeli, jossa arvotaan kuusi (6) numeroa ja kaksi (2) lisa-
numeroa neljastikymmenestikahdeksasta (48) numerosta. Néiden lisdksi arvotaan yksi (1)
numero neljistikymmenestikahdeksasta (48) numerosta ns. Onnennumeroksi. Onnennumero
arvotaan ennen oikean rivin arvontaa, ja kyseinen numero palautetaan takaisin arvontakonee-
seen. Mikéli Onnennumero esiintyy kyseisen kierroksen 6 oikein -numeroiden joukossa, jae-
taan ylimdirdinen voittopotti pelissi tdysosuman saaneiden kesken. Pelitiedot annetaan peli-
kupongilla toimipaikan online-pddtteen vilityksella tai itsepalveluna internetié tai puhelinta
kayttéen.

Viking Loton voittoluokat ovat:
1. voittoluokka kuusi (6) oikein
. voittoluokka viisi (5) ja yksi lisdnumero (5 + 1) oikein
. voittoluokka viisi (5) oikein
. voittoluokka nelja (4) ja kaksi lisinumeroa (4 + 2) oikein
. voittoluokka nelji (4) ja yksi lisanumero (4 + 1) oikein
. voittoluokka nelja (4) oikein
. voittoluokka kolme (3) ja kaksi lisinumeroa (3 + 2) oikein
. voittoluokka kolme (3) ja yksi lisanumero (3 + 1) oikein
9. voittoluokka kolme (3) oikein
10. voittoluokka kaksi (2) ja kaksi lisinumeroa (2 + 2) oikein
11. voittoluokka kaksi (2) ja yksi lisinumero (2 + 1) oikein

01O\ L WD

Viking Lottoa voi pelata myds tavallisena jarjestelmépelind Loton tapaan tai haravajirjestel-
mind. Tavallisessa jarjestelmissé valitaan 7, 8, 9, 10 tai 11 numeroa ja haravajirjestelmissa
1220 tai 24 numeroa. Lasketaan voittoluokkien todennédkoisyydet.

P(6 oikein) = L ! ~ 0,0000081 %
48 12271512
6
5)°01
P(5 + 1 oikein) = = 12 ~ 0,000098 %
(48) 12 271512
P(5 oikein) = ( ) ( j ~0,00196 %

( ) 12 271512

6) (2
. . 4 2 15
P(4 + 2 oikein) = (48) T 12271512

=~ 0,000122 %

(o)

4 1
P(4 + 1 oikein) = = 1200600978 %

£
4 12271512
6
(51(%)
4)2
P(4 oikein) = 3 L1700

(4 j T 12271512
6

=~ 0,09534 %

*h,
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Calculus  relien matematikka 6

3) (2 1
P(3 + 2 oikein) = = 800 ~0,00652 %
48 12271512
6
3) 1 2
P(3 + 1 oikein) = _ 31200 ~0,25425 %
48 12271512
6
3
P(3 oikein) = A 197 600

3
= ~1,61023 %
(4 ) 12 271512
6

2)12) 12
P(2 + 2 oikein) = _ 11700 0,09534 %
48 12271512
6
2)11) |3
P(2 + 1 oikein) = _ 296400 2,415 %
(48) 12271512
6

Esimerkki 1
Laske todennékoisyys sille, ettd Viking Lotossa saadaan yhdelld rivilld véhintién viisi oikein.

Ratkaisu:
P(viahintddn 5 oikein) = P(5 oikein tai 5 + 1 oikein tai 6 oikein)

6) (40 N 6) (2 1
5 1 5) 1 253 .
= = ~0,0021%. Vastaus: noin 0,0021 %

[48) 12271512

6

Esimerkki 2
Mitid voittoja sisdltdd sellainen Viking Loton jirjestelmérivi, jossa on 11 numeroa ja niiden
joukossa 6 oikeaa numeroa ja 1 lisinumero?

Ratkaisu:

6) = 6 kappaletta 5 + 1 oikein -voittoja. Lisdksi 5 oi-

Rivi siséltdd yhden 6 oikein -voiton ja ( 5

kein -voittoja on (gj . G‘j =24, 4 + 1 oikein -voittoja (Z] . (ﬂ = 60, 4 oikein -voittoja

6) (4 o ... [6) (4 oo ... (6) (4 N
(4)(2) =90, 3 + 1 oikein -voittoja (4j(2j =120, 3 oikein -voittoja (3)(3j =80 sekd

2 + 1 oikein voittoja (gj . (;‘j = 60 kappaletta.

Vastaus: 6 oikein -voittoja 1, 5 + 1 -oikein voittoja 6, 5 oikein -voittoja 24, 4 + 1 oikein -
voittoja 60, 4 oikein -voittoja 90, 3 + 1 oikein -voittoja 120, 3 oikein -voittoja 80 kpl ja 2 + 1
oikein -voittoja 60 kappaletta

*h,
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Tehtavia

3. Laske todennikdisyys sille, ettd Viking Lotossa ei saada yhdella rivilld mitdédn voittoa
kyseisen pelin voittoluokista.

4.  Kuinka paljon maksaa Viking Loton 11 numeron jérjestelmépeli, kun yksi hajarivi mak-
saa 0,80 €?

5. Mité voittoja siséltdd sellainen Viking Loton jarjestelmérivi, jossa on
a) 10 numeroa ja niiden joukossa 4 oikeaa numeroa,
b) 10 numeroa ja niiden joukossa sekd 6 oikeaa numeroa ettd 2 lisinumeroa?

4 Keno

Kenossa arvotaan 20 numeroa 70:std. Pelaaja valitsee itse vaikeustasonsa pelaamalla joko 2,
3,4,5,6,7, 8,9 tai 10 numeroa riviinsd. Kenon oikea rivi arvotaan kahdesti joka pidiva, toi-
nen arvonta pdivilld toinen illalla. Pelitiedot voi syottdd jérjestelmédn pelikupongilta toimi-
paikoissa tai pelaamiseen voi osallistua internetin vélityksella tai puhelinta kdyttden. Peruspe-
lissé pelaaja merkitsee kenoruudukkoon vihintéén kaksi ja enintddn kymmenen numeroa 70
numerosta.

Keno-taso oy ey [ASTIA
Keno-niva ® 2, 3 4 X 6 7 8 9 10 uyss A

15 16 17 18 19 20 24 22
Pikapell 29 30 31 32
Smabb- — — ~—
spel

O

Keno-tason numero ilmaisee, kuinka monta pelinumeroa yksittdiseen peliriviin sisdltyy. Esi-
merkiksi pelissd Keno-5 pelaaja valitsee ruudukosta viisi numeroa. Jokaisella vaikeustasolla
on oma voitonjakonsa. Esimerkiksi Keno-5:ssé voittoon oikeuttavat tulokset ja voittokertoi-
met ovat seuraavat:

Keno-5 5 oikein, kerroin = 200
4 oikein, kerroin = 9
3 oikein, kerroin = 1

Voittosumma saadaan kertomalla Kenon pelimaksu tulosta vastaavalla kertoimella. Yksittéi-
sessd pelirivissé voi olla vain yksi voittotulos.

Esimerkki 1
Laske pelissd Keno-5 todennékdisyys sille, ettd saadaan a) 5, b) 4, c) 3 oikein.

*h,
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Calculus  relien matematicka 8

Ratkaisu:

. . 70 . c .
a) 70 numerosta voidaan valita 5 numeroa ( 5 ) eri tavalla. Kaikki oikeat 5 numeroa voidaan

70

5
b) Téssa vaihtoechdossa valitaan yksi vadrda numero 50 numeron joukosta.

(20) _ (Soj (20) _ (50)
. 4 1 o 3 2
P(4 oikein) = ————%=2,00%. c) P(3 oikein) = —~——==11,54 %.
(70) (70)
5 5

Vastaus: a ) 0,13 % b) 2,00 % c) 11,54 %

valita (20 ~0,13%.

5 j eri tavalla, joten P(5 oikein) =

Jokainen peli Kenon yhdekséllé eri tasolla on eri peli, koska niilld on toisistaan eroava voiton-
jako. Arvonta on kuitenkin sama kaikilla tasoilla, eli kaikille pelaajille arvotaan samat 20 nu-
meroa 70 numerosta.

Pelaaja voi valita itse numeronsa tai antaa pelijdrjestelmin valita ne. Pelin panoksen voi valita
0,50 euron vilein vililtd 0,5-10 euroa, jolloin pelin hinta on panoksen lukuarvo kertaa pe-
rushinta. Jokaisella tasolla perushinta on sama, esimerkiksi 1,00 €. Kenoa voi pelata myds jér-
jestelmdpelina. T4lloin valitaan ensin kenotaso vililtd 2 — 9 ja sen jalkeen numeroiden méara
3:sta 10:een kuitenkin niin, ettd numeroiden miéiré on aina suurempi kuin kenotason numero.

Esimerkki 2
Pelaaja valitsee kenojérjestelmaéssd tason Keno-5 ja sithen 10 numeroa. Panokseksi hén valit-
see 3,00 €. Kuinka paljon peli maksaa, kun tavallinen kenorivi maksaa yhden euron?

Ratkaisu:

Kymmenen numeroa siséltia (1 Oj = 252 erilaista viiden numeron yhdistelmi3 eli tason Ke-

5

no-5 pelid. Koska jokainen niistd maksaa panoksen valinnan takia 3,00-1,00 € = 3,00 €, pelin
hinta on 756,00 €.

Vastaus: 756,00 €
Tehtavia
6. a) Laske pelissd Keno-7 todenndkoéisyys sille, ettd saadaan 5 oikein.

b) Laske pelissd Keno-10 todennékdisyys sille, ettd saadaan 5 oikein.
c) Laske pelissd Keno-10 todenndkdisyys sille, ettd ei ole yhtdédn oikein.

7. Ohessa on esitetty Keno-8:n voittoluokat ja vas- Keno-8
taavat kertoimet. Pelaaja pelaa yhden rivin tta 8 oikein, kerroin = 10 000
pelid ja valitsee panokseksi 2,50 euroa. Millad 7 oikein, kerroin = 240
todenndkoisyydelld hian saa 50 euron voiton? 6 oikein, kerroin = 20

5 oikein, kerroin = 3
4 oikein, kerroin = 1

*h,
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Calculus  relien matematikka 9

8.  Pelaaja valitsee kenojérjestelméssi tason Keno-7 ja sithen 9 numeroa. Panokseksi hdn
valitsee 2,00 €. Kuinka paljon peli maksaa, kun tavallinen kenorivi maksaa yhden eu-
ron?

5 Jokeri

Jokeripelissd arvotaan 7 numeroa numeroista 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9. Keskiviikko-Jokerin
arvonta tapahtuu Viking Loton yhteydessé ja Lauantai-Jokerin arvonta Loton yhteydessd. Yh-
den jokeririvin hinta on 2 euroa. Voittoluokkia on kuusi:

1. voittoluokka: seitsemén oikein

2. voittoluokka: kuusi numeroa oikein oikealla paikalla
3. voittoluokka: viisi numeroa oikein oikealla paikalla
4. voittoluokka: nelja numeroa oikein oikealla paikalla
5. voittoluokka: kolme numeroa oikein oikealla paikalla
6. voittoluokka: kaksi numeroa oikein oikealla paikalla

Jokeria voi pelata my0s jarjestelminé. Talloin jokaisen jokerinumeron paikalle voi valita usei-

ta numeroita. Jos esimerkiksi alusta kolmannen numeron kohdalle merkitidan yksi vaihtoehto

kuten 4 6% s 9, saadaan kaksieririvia 46378 19ja4 6578 19. Vastaavasti

4637819
5 7 esittdd jarjestelmid, jossa on kuusi erilaista jokeririvid. Suurin sallittu jarjestelma

voi siséltdd 100 rivid. Jarjestelmérivin hinta on siihen sisdltyvien rivien lukuméiré kertaa yh-
den rivin hinta.

Esimerkki 1

Milla todennékdisyydelld saadaan Jokerin yhdella rivilla
a) 3 numeroa oikein (voittoluokka 5),

b) 4 numeroa oikein (voittoluokka 4)?

Ratkaisu:
a) Erilaisia jokeririveja on 107 =10 000 000 . Seitseméstd numeropaikasta voidaan valita

kolme (;j =35 eri tavalla. Jokainen neljédstd vadristd numerosta voidaan valita 9 eri tavalla,

joten niiti ei-oikein -valintoja on 9% = 6 561 kappaletta. Suotuisia riveji on siis 35 - 6 561 =
229 635, joten kysytty todenndkdisyys on 229 635:10 000 000 = 0,0229635= 2,3 % .

b) Paitelldadn vastaavasti kuin edelld, jolloin saadaan

P(4 numeroa oikein) = (Z] -93:107 =35-729:10 000 000 = 0,0025515 ~ 0,26 %.

Vastaus: a) 2,3 % b) 0,26 %

*h,
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Tehtavia

9.  Millé todennikoisyydelld saadaan Jokerin yhdelld rivilla
a) 6 numeroa oikein (voittoluokka 2),
b) 5 numeroa oikein (voittoluokka 3),
C) 2 numeroa oikein (voittoluokka 6)?

10. a) Jarjestelmédjokerissa valitaan toiseksi numeroksi kaikki numerovaihtoehdot ja viimei-
seksi numeroksi kolme vaihtoehtoa. Kuinka monta eri rivid jérjestelma sisaltaa?

2315214

b) Kuinka paljon maksaa oheinen jarjestelméjokeri, 4 7 30
kun yksi rivi maksaa 2 euroa? 5 6
7 7
9 8

6 Mansikka

Mansikka kuuluun ns. hedelmépeleihin, jotka ovat raha-automaattiyhdistyksen peliautomaat-
teja. Yhteistd niille on koneessa pyorivit hedelméaiheiset kiekot. Monista erilaisista hedelmé-
peleistd Mansikka on perinteinen ja helppo peli. Siind on kolme vierekkaistd pyorivaa kiek-
koa, joissa jokaisessa on 24 kuvasymbolia. Erilaisia kuvia on kuusi, ja niiden méérit ja keski-
ndiset jarjestykset eri kiekoissa vaihtelevat. Alla olevassa vasemmanpuoleisessa taulukossa
ovat eri kiekkojen sisdltdimat kuvat ja niiden lukumaaérit. Pelin tuloksena on jokin kuvakol-
mikko. Oikeanpuoleisessa taulukossa on esitetty voittoon oikeuttavat kuvayhdistelmaét ja voit-
tokertoimet.

Kiekko 1 Kiekko 2 Kiekko 3 Kerroin  Tn:t
&r 2 2 &F &r 20 P,
¥ ¥ P | 10 P

4 3 4 g
&P s & 10 P,
@ 4 4 3 2x & 5 ps
G| s 6 6 Qg R Qg | 4 P,
f};"g 6 6 6 4 P,
24 24 24 1x @F| 2 Ps

Peli aloitetaan syottdmélld peliautomaattiin rahaa ja asettamalla panos. Automaatti kdynnistyy
nappia painamalla, jolloin kiekot alkavat pyorid pysdhtyen yksitellen satunnaisesti jonkin ku-
vasymbolin kohdalle. Jos pelié voi pelata esimerkiksi 20, 40, 60, 80 ja 100 sentin panoksilla,
suurin voitto on 20 € ja pienin 0,40 €. Edellinen tulee yhden euron panoksella kertoimella 20
ja jalkimmadinen 20 sentin panoksella kertoimen ollessa 2.

*h,
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Esimerkki 1

Mansikan pelaaja syottid pelikoneeseen 20 senttid, asettaa sen my0ds panokseksi ja kiynnistad

pelin.

a) Milla todennédkoisyydelld hidn saa kolme mansikkaa ja kuinka suuri on silloin hdnen
nettovoittonsa?

b) Laske taulukkoon merkitty todennékdisyys p, .

¢) Millé todenndkoisyydelld koneen palauttama voittosumma on 1 €?

Ratkaisu:

a) P(3 mansikkaa) = 222 1

24 24 24 1728
snt, joten nettovoitto on 380 snt =3,80 €.

oy p =2 0.6 1401625
© 2424 24 64

¢) Kone palauttaa yhden euron, jos tuloksena on tarkalleen kaksi mansikan kuvaa. Néin kdy
222222222222 33

~ (0,0005787 . Kone ilmoittaa voitoksi 20 - 20 = 400

todennikaisyydelld p_ = —.— .22, 2 .22 £ 22 2 2 ~ 0,019097 .
524 24 24 24 24 24 24 24 24 1728
Vastaus:
1 ) 1 33
a) ~ 0,058 %, nettovoitto 3,80 € b) —=~1,56% ¢) ~ 1,91 %
1728 64 1728

Mansikka-pelissd on mahdollista aina voitottoman pelin jdlkeen lukita yhden tai kahden kie-
kon symboli niin, ettd ne eivét vaihdu arvonnassa. Tdllainen lukitseminen tuo peliin myds tai-
toelementin, mutta kysymyksessd on samalla eri peli, jolla on omat voittoluokkansa. Néitad
vaihtoehtoja ei tdssé kisitella.

Tehtavia

11. Milld todenndkdisyydelld Mansikassa saadaan yhdella pelilld kolme mansikan kukkaa
tai kolme mansikan lehted?

12. a) Mansikan pelaaja asettaa panokseksi yhden euron ja pelaa yhden pelin. Milla toden-
nikodisyydelld pelikone palauttaa hédnelle kaksi euroa?
b) Milla todenndkoisyydelld Mansikan pelaaja saa yhdessa pelissd jonkin voiton? Ilmoi-
ta vastaus prosenttiyksikon tarkkuudella.

*h,
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7 Ruletti

Ruletti on yksi tunnetuimmista uhkapeleista. Sithen kuu-
luu vaaka-asennossa pyoritettava kupera levy, rulettipyo-
ra, jossa on 37 lokeroa numeroituna 0:sta 36:een. Nume-
roista joka toinen on punainen ja joka toinen musta nol-
lan ollessa vihred. Ruletin hoitaja kierdyttda kuulan pyo-
riméén rulettipydrin pyOrimissuuntaa vastaan, ja pelaaja
ly6 vetoa siitd, minkd numeron lokeroon kuula asettuu.
Vedonlydnti tapahtuu niin, etti pelaaja asettaa pelimerkin
ohessa kuvatulle rulettipdydalle haluamansa numeron
kohdalle.

£260C000008

9600

05
£0600629

o0
sl
5
z
o
=)
O
—
bt
(98}
(©)

=
=}

J
=
=}

g
[\
3
g

Osa rulettipyorad

Yhden numeron asemasta pelaaja voi lyddéd vetoa monella eri yhdistelmaélla ja useampaa kuin
yhtd pelimerkkié kéyttden. Voiton suuruus ilmaistaan voittokertoimen avulla. Esimerkiksi yk-
sittdisen numeron voittokerroin 35 : 1. Jos pelaaja sijoittaa pelimerkin esimerkiksi numerolle

21 ja rulettipydré antaa juuri sen numeron, pelaaja saa sijoittamansa pelimerkin takaisin ja li-

séksi voittona 35 uutta pelimerkkid. Sama koskee kaikensuuruisia panoksia.

Seuraavassa taulukossa on lueteltu tavallisimmat pelimerkin sijoituskohteet eli vedot ja vas-
taavat voittokertoimet.

Veto Voittq-
kerroin
e Yksittdinen numero (Straight up) 35:1
e Kaksi numeroa (Split). Panos asetetaan numeroiden véliselle viivalle 17 : ]
e Kolme numeroa (Street) Panos asetetaan valitun rivin reunaviivalle. 11:1
e Nelja numeroa (Corner) izioyssifﬂg ::1 halutun pysty- ja vaakaviivan g . |
e Numerot 1-12 (1% 12) 2:1
e Numerot 13-24 (2™ 12) 2:1
e Numerot 25-36 (3" 12) 2:1
e Sarake (Column, 2 to 1) 2:1
e Numerot 1-18 (Low) 1:1
e Numerot 19-36 (High) I:1
e Musta tai punainen (Black, Red) 1:1
e Parillinen (# 0) tai pariton (Even, Odd) 1:1

e
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Calculus  relien matematikka 13

Esimerkki 1
Milla todennékdisyydelld ruletissa saa yhdelld pelimerkilla

a) numeron 22 (Straight up), b) numeron toisesta tusinasta (2" dozen), ¢) numeron valitulta
vaakariviltd (Street)?

Ratkaisu:
a) Numeroita on kaikkiaan 37, joten P(22) = % ~ 2,70 %.

b) P2™ 12) = 12 32,43 % c) P(Street) = 3. 8,11 %
37 37
1 12 3
Vastaus: a) — ~ 2,70 % b) —=~32,43% c) —~811%
37 37 37
Esimerkki 2

Pelaaja sijoittaa pelimerkin sekéd yhdistelmalle Odd ettd keskimmaiselle sarakeyhdistelmélle
(2to1).

a) Milld todennidkoisyydelld pelaaja voittaa ainakin toisella sijoituksellaan?

b) Rulettipyord antaa numeron 23. Kuinka monta pelimerkkia pelinhoitaja palauttaa pelaajal-
le?

Ratkaisu:
a) Parittomia numeroita on 18 ja keskisarakkeen numeroita 12. Koska néille yhteisid ovat
numerot 5, 11, 17, 23, 29 ja 35, todennédkdisyys on % = % ~ 64,86 % .

b) Koska 23 on seké pariton ettd keskisarakkeessa, pelaaja voittaa 1 + 2 = 3 pelimerkkia ja saa
takaisin alkuperdiset pelimerkit, yhteensi siis 5 pelimerkkia.

Vastaus: a) % ~6486% Db)5

Ruletin voittokertoimet on maéritelty niin, ettd pelin jarjestéjélle jad keskimiirin 2,7 % peli-

panoksista. Tdma suomalaisessa ruletissa vallitseva kéytdnté on edullisempi kuin esimerkiksi
amerikkalaisessa ruletissa, jossa jarjestdjille jai keskiméérin 7,9 % sijoituksista. Muutoinkin
pelit eroavat toisistaan niin, ettd amerikkalaisessa rulettipdydéssa on lisdnd kaksoisnolla 00.

Tehtavia

13. Pelaaja sijoittaa kullekin yhdistelmistd Even, Red ja Street 25/26/27 yhden pelimerkin.
a) Milld todennédkoisyydelld ainakin yksi pelimerkeistd voittaa?
b) Rulettipydrd antaa numeron 27. Kuinka monta pelimerkkid pelinhoitaja palauttaa pe-
laajalle?

14. Pelaaja tekee seitsemalld pelimerkilld vedon Black Splits valitsemalla numeroparit 8/11,
10/11, 10/13, 17/20, 26/29, 28/29 ja 28/31. Vedon voittokerroin on 17 : 1.
a) Milld todenndkoisyydella télld vedolla ainakin yksi pelimerkki voittaa?
b) Rulettipydrd antaa numeron 20. Kuinka monta pelimerkkid pelinhoitaja palauttaa pe-
laajalle?

*h,
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Pokeri on korttipeli, josta on lukuisia eri muunnelmia. Pelin perusmuodossa jokaiselle pelaa-
jalle jaetaan viisi korttia. Jakajasta seuraava pelaaja ratkaisee, haluaako hén pelata korteillaan
vai ei. Jos hin péittid pelata, hidn asettaa pdytdin panoksen. Seuraavana vuorossa oleva tekee
oman ratkaisunsa: luopuu pelistd, tai jatkaa hyvidksymalld panoksen tai korottamalla sitd. Sa-
ma menettely toistuu seuraavan pelaajan kohdalla jne. Peli paittyy, kun yksi pelaajista on ko-
rottanut eikd kukaan muu ei endi korota tai katso. Voi my6s kdyda, ettd ainakin yksi maksaa
korotuksen ja haluaa katsoa kortit. Timén jélkeen paras "kési" eli arvokkain yhdistelma voit-

taa.

Kaésien arvojirjestys on seuraava:

Kuningasvarisuora
Samaa maata olevien perédkkiisten korttien
yhdistelmai eli vdrisuora ja paras niista

Varisuora
Samaa maata oleva suora, joka ei ole kunin-
gasvérisuora

Neloset
Neljd samanarvoista korttia

Tayskasi
Kolmoset ja pari. Kolmosten arvo ratkaisee
tdyskésien paremmuuden.

Vari
Viisi samaa maata olevaa korttia, ei kuiten-
kaan vérisuora eikd kuningasvérisuora

Suora
Viisi perdkkaistd korttia eri maata

Kolmoset
Kolme samanarvoista korttia

Kaksi paria

Pari
Kaksi samanarvoista korttia

i,
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Calculus  relien matematicka 15

Hyvin tavallinen pokerin muunnelma on se, jossa pelaaja kortit saatuaan voi vaihtaa yhden tai
useamman kadessdén olevan kortin pakasta otettaviin uusiin kortteihin. Peli kdynnistyy sitten
ndin muodostuneella yhdistelmidlld. Kahden samanarvoisen kéden arvojirjestys médrdytyy
korttien arvon perusteella. Mikéli kellddn ei ole mitddn edelld sanotuista yhdistelmisté, rat-
kaistaan késien arvojarjestys korkeimman kortin eli hain perusteella.

Pokeri on kiinnostava peli muun muassa siksi, ettd siinid on psykologisilla tekijoilld suuri
merkitys. On eduksi, jos osaa taitavasti hamatd eli bluffata saadakseen vastapelaajat usko-
maan kéiden toisenlaiseksi kuin se on. Yhti tirkedd on osata arvata, milloin toinen pelaaja
yrittdd bluffata. Tietysti on olennaista tietdd oman korttiyhdistelmén arvo, joka méardytyy
suoraan sen esiintymistodennédkdisyydestd pelissd. Seuraavassa keskitytdankin néihin toden-
nikoisyyksiin, jotka lasketaan olettaen, ettd peliin kiytettdvassi korttipakassa on 52 korttia eli
siind ei ole mukana jokeria.

Esimerkki 1
Pelaajalle jactaan pokerissa viisi korttia. Kuinka suuri todennékoisyys pelaajalla on saada a)
vérisuora, b) tdyskasi, ¢) kolmoset, d) pari?

Ratkaisu:
a) Kussakin neljdssd maassa on numerot 1—14, silld dssé voi olla numero 1 tai numero 14.
Samasta maasta varisuora voidaan alla olevan luettelon mukaan saada 10 tavalla:

12345,23456,34567,45678,56789,
678910,7891011,89101112,910111213ja1011121314

Viimeinen eli kuningasvérisuora suljetaan pois, jolloin suoria on 9. Maita on 4, joten vé-
risuoriaon 4 - 9 =36 ja

P(vérisuora) = 36 = 36 36

52) 521 2598960
5) 51471

b) Neljastd samanarvoisesta kortista voi valita kolme korttia (

~ (0,000014 .

gj eri tavalla. Koska korttiar-

voja on 13, erilaisia kolmosia on 13- (;1] . Pari valitaan 12 eri korttiarvosta, ja niitd on 12 - (3)
erilaista. Tdyskdden todennikdisyys on ndin ollen

4 4
13.( )12-()
3 2

_ 37 00014,

P(tdyskasi) = (52] 2598960

5

¢) Erilaisia kolmosia on 13- (4

3j . Kolmosten lisédksi kéiteen tulee kaksi erinumeroista korttia

12 numerosta. Néitd numerokaksikoita on (12j . Jokaisessa niissd kumpikin kortti voi olla

2

neljdi eri maata, joten sopivia kahden kortin yhdistelmii on 42 - (122 j . Huomaa, ettd tilloin ei

*h,
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tule mukaan pareja eli samaa arvoa olevia kahden kortin yhdistelmid. Kolmosten todennikoi-

4 12
13.( j.42'( j
3 2
_ 12 b0t

syys on siis P(kolmoset) = (52j " 2598960

5

d) Kaksi samannumeroista korttia voidaan valita (3) eri tavalla ja numerot puolestaan 13 eri
tavalla. Pareja on siis kaikkiaan 13- ( 2) . Parin lisdksi kdteen tulee kolme erinumeroista kort-

tia 12 numerosta. Naitd numerokolmikoita on (12

3 j . Jokaisessa kolmikossa yksi numero voi

olla neljdé eri maata, samoin toinen ja kolmas, joten erilaisia kolmikoita on 43 ( 3 ) . Parin

todennikoisyydeksi saadaan

4 12
13- 7|43
(2] (3)_ 1098 240

P(pari) = = ~ 0,4226.
(pari) 52 2 598 960
5
Vastaus: a) _36 ~0,000014  b) _ 3744 ~0,0014
2 598 960 2 598960
c) 4912 0,0211 d) 1098240 0,4226
2598 960 2598 960
Tehtavia

15. Pelaajalle jactaan pokerissa viisi korttia. Kuinka suuri todennikdisyys pelaajalla on saa-
da a) kuningasvarisuora, b) neloset, ¢) vari, d) suora, €) kaksi paria?

16. Pelaajalle jaetaan pokerissa viisi korttia. Kuinka suuri on todenndkdisyys sille, etté pe-
laaja ei saa mitdén pokerin nimetyistd korttiyhdistelmistd vaan pelkéstidén hain? (Vihje:
Voit kéyttad hyvéksi pokerissa nimettyjen korttiyhdistelmien lukuméiérid esimerkisti 1
ja tehtaviastd 15.)
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Vastauksia
1. a)l20¢€ b) 439 €
2. a) 6 oikein -rivejd 3, 5 oikein -rivejd 18, 4 oikein -rivejéd 15

10.

11.

12.

13.

14.

15.

b) 6 + 1 oikein -rivejd 2, 6 oikein -rivejd 2, 5 oikein -rivejd 36, 4 oikein -riveja 60
C) 5 oikein -rivejé 15, 4 oikein -riveja 100

95,5 %
369,60 €

a) 4 oikein -rivejd 15 ja 3 oikein -rivejd 80

b) 6 oikein -rivejd 1, 5 + 1 oikein -riveja 12, 5 oikein -rivejd 12, 4 + 2 oikein -rivejé 15,
4 + 1 oikein -rivejd 60, 4 oikein -rivejd 15, 3 + 2 oikein -rivejd 40, 3 + 1 oikein -riveja
40 sekd 2 + 2 oikein -rivejd 15

a) 1,58 % b) 8,28 % ¢) 2,59 %
0,50 %
7€
a) 0,00063 % b) 0,017 % ¢) 12,4 %
a) 30 b) 200 €
I
1 31059
32
a) 200w b)27%
576

a) 28 < 75.68 % b) 14
37

10

a) 19 L27.0% b) 18
37

a) — 2 ~00000015 b) —2*  <000024 ¢) —1% < 0.0020
2598 960 2598 960 2598 960

a) 0200 60030 e) 42592 (0475
2598 960 2598 960

1302540 o

2598 960
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